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Рассматривается один из важнейших этапов решения краевых задач

методом декомпозиции расчетной области на подобласти, сопрягаемые без

наложения, а именно – решение краевых подзадач в подобластях.

Декомпозиция проводится равномерной прямоугольной

(параллелепипедальной) макросеткой, что приводит к возникновению

регулярных подобластей, в каждой из которых вводятся своя равномерная

подсетка.

Квазиструктурированные локально-модифицированные сетки

ориентированы преимущественно для задач сильноточной электроники,

заключающиеся в моделировании движения интенсивных пучков заряженных

частиц в электромагнитных полях, характеризуются значительной

разномасштабностью геометрии расчетной области и неоднородностью пучка.



Под регулярными понимается подобласти, лежащие целиком внутри

расчетной области, не содержащие точек границы. Как правило, в

практических расчетах при большом числе узлов макросетки регулярные

подсетки составляют наибольшую часть квазиструктурированной сетки,

покрывающей всю расчетную область. Решение краевых подзадач

проводится многократно и составляет подавляющее время решения задачи

в целом..

В настоящей работе даются результаты экспериментальных исследований

быстродействия различных решателей. Особенностью при этом является

то, что они проводятся для сеток с малым числом узлов (итоговая

квазиструктурированная сетка может содержать большое число узлов).

Другой особенностью является большое число повторов решения в одной

и той же подобласти. Помимо итераций метода декомпозиции еще могут

быть внешние итерации по нелинейности и оптимизации при решении

практических задач. Рассматривается важный вопрос о целесообразности

распараллеливания расчетов в подобластях в данных условиях. Даются

результаты работы прямых и итерационных решателей на подсетках с

различным числом узлов. Делаются сравнения и выводы.
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Рис. 1. Декомпозиция на равные прямоугольные подобласти



Квазиструктурированная сетка
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Во внутренних и граничных подобластях:
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Трехмерные задачи

Расчеты проводились на ПК :

Процессор intel core i5-8600K, 4.2 ГГц 

6 ядер



Характерные особенности решения задач на 
квазиструктурированных сетках

 1.Сравнительно малое число узлов в подсетках, но 

большое число узлов в итоговой сетке. 

Действительно, если макросетка 10×10×10, то 

результирующая сетка будет содержать число узлов,

показанное в Таблице 1.

Таблица 1. Число узлов в квазиструктурированной

сетке при различном числе узлов в подсетках
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8×8×8 16×16×16 32×32×32 64×64×64 128×128×128

512 000 4 096 0000 32 768 000 262 144 000 2 097 152 000



 2.Большое число повторений решения в одной и той 

же подобласти.  Действительно:

а) итерации по подобластям в методе декомпозиции 

(например, 100 итераций),

б) итерации по решению нелинейной задачи

(например, 100 итераций),

в) итерации по решению задачи  оптимизации 

(например, 100 итераций).

Итого 1 000 000 повторов решения подзадачи в одной 

подобласти. Всего при заданной макросетке имеется 

1 000 подобластей, то есть суммарно необходимо  

1 000 000 000 раз решать подзадачи в подобластях.

 3. Малое число типов подсеток в итоговой 

квазиструктурированной сетке.

9



Исследуемые решатели

Au=f

1. HELMHOLTZ (MKL).

2. PARDISO (MKL).

3. МПН – неявный метод переменных направлений с 

оптимальным набором итерационных параметров.

4. ПВР – метод последовательной верхней релаксации 

с оптимальным итерационным параметром.

5. ЦР – метод циклической редукции Бунемана

Метод ПВР

un-1/2 = D-1(f + Lun + Uun-1),

un = ωun-1/2 +(1-ω) un-1,

ω=2/(1+(1-λ2)1/2)
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Метод переменных направлений

un+1/2 = un –τ1,n (A1 u
n+1/2 + A2 u

n – f),

un+1 = un+1/2 –τ2,n (A1 u
n+1/2 + A2 u

n+1 – f),

A=A1 + A2,  A1 A2 = A2 A1,

Число итераций
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Оптимальные параметры

где

Трехмерный вариант
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Численные эксперименты

Цель проводимых численных экспериментов –

определить среди рассматриваемых наиболее быстрый

решатель в подобластях на подсетках с малым числом

узлов и условия его применения.

Для этого рассматривалась одна подобласть,

представляющая собой единичный куб, в котором

решалась задача

Здесь - граница, - обычная семиточечая

аппроксимация оператора Лапласа. Точность

проведения итераций . Для исключения

флуктуаций вычислялось среднее время t в секундах за

100 повторов. В Таблице 2 даны времена вычислений и

число итераций N (для методов ПВР и МПН).
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Сетка
8×8×8 16×16×16 32×32×32 64×64×64 128×128×128

512 4 096 32 768 262 144 2 097 152

Решатель t N t N t N t N t N

ГГ 4.6E-5 1.5E-4 7.5E-4 5.0E-3 4.5E-2

ПВР 1.4E-5 23 2.5E-4 42 4.5E-3 80 0.08 156 1.37 303

˽ˤ˾/˥˥ 0.30 1.7 6.0 16 30.4

МПН 5.6E-5 8 7.3E-4 11 7.8E-3 12 0.1 14 1.16 15

˸˽ /˹˥˥ 1.2 4.9 10.4 20 25.8

PARDISO 1.0E-3 1.5E-2 0.26 11.8 2.0E+4

PARDISO/˥ ˥ 21 100 346 2360 4.4E+6

В одиночном расчете ПВР оказывается самым быстрым методам на сетке

8×8×8 и вторым по быстродействию после ГГ на остальных сетках,

незначительно уступая МПН на самой густой сетке 128×128×128, несмотря на

большее по сравнению с МПН число итераций (от 3 до 20 раз), 2) PARDISO

медленнее всех остальных методов от десяти до сотен тысяч раз, поэтому

данный метод исключается из дальнейших рассмотрений.

Таблица 2. Быстродействие решателей при одиночном расчете 



Рассматривалась последовательность  задач

,

где      - сумма k членов убывающей геометрической прогрессии (         )    

причем            . Число K таково, что                             . 

Было выполнено 6 серий расчетов с различными параметрами 

геометрической прогрессии, показанными в таблице 3.

Таблица 3. Параметры геометрической прогрессии
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Номер

серии
b1 q K

1 0,15 0,85 57

2 0,1 0,9 88

3 0,05 0,95 180

4 0,025 0,975 364

5 0,0125 0,9875 733

6 0.0025 0.9975 3680



Решатель
Сетка

8×8×8 16×16×16 32×32×32 64×64×64 128×1288×128

512 4 096 32 768 262 144 2 097 152

ПВР-1 4.7E-4 6.4E-3 9.1E-2 1.4 24

ГГ-1 2.9E-3 9.3E-3 5.3E-2 0.38 3.6

МПН-1 1.8E-3 2.27E-2 0.25 3.39 3.9

ПВР-2 7.0E-4 8.5E-3 0.12 2.0 32

ГГ-2 4.1E-3 1.5E-2 7.9E-2 0.6 5.5

МПН-2 2.6E-3 3.1E-2 0.37 4.68 54

ПВР-3 1.2E-3 1.4E-2 0.2 3.2 53

ГГ-3 7.9E-3 2.8E-2 0.16 1.2 11

МПН-3 4.93E-3 6.01E-2 0.66 8.69 98.6

ПВР-4 2.0E-3 2.2E-2 0.32 5.0 83

ГГ-4 1.8E-2 5.8E-2 0.31 2.4 23

МПН-4 8.86E-3 0.11 1.17 15.2 176

ПВР-5 3.3E-3 3.6E-2 0.49 7.9 128

ГГ-5 3.4E-2 0.11 0.63 4.8 46

МПН-5 1.62E-2 0.19 2.05 26.1 309

16

Таблица 4. Быстродействие решателей при серийных расчетах
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Таблица 5. Отношение времени расчета ПВР и МПН к времени ГГ

Решатель
Сетка

8x8x8 16x16x16 32x32x32 64x64x64 128x128x128

ПВР-1/ГГ-1 0.04 0.35 1.42 3.29 6.07

МПН-1/ГГ-1 0.25 1.47 3.88 7.07 9.84

ПВР-2/ГГ-2 0.05 0.4 1.28 3.02 5.37

МПН-2/ГГ-2 0.3 1.76 3.77 6.85 9.09

ПВР-3/ГГ-3 0.06 0.32 1.09 2.47 4.27

МПН-3/ГГ-3 0.37 1.5 3.48 6.26 8.3

ПВР-4/ГГ-4 0.05 0.28 0.86 1.96 3.35

МПН-4/ГГ-4 0.41 1.46 3.13 5.76 7.36

ПВР-5/ГГ-5 0.05 0.22 0.7 1.55 2.54

МПН-5/ГГ-5 0.42 1.29 2.96 5.2 6.53

ПВР-6/ГГ-6 0.03 0.13 0.37 0.73 1.22

МПН-6/ГГ-6 0.3 1.03 2.25 3.6 4.51



При серийных расчетах ПВР:

1) оказывается самым быстрым методом на сетках 8×8×8, 16×16×16 и на

сетке 32×32×32 в сериях 4-6,

2) на последней 6-ой серии, то есть при большом числе повторов, ПВР

выигрывает почти на всех сериях, за исключением последней

128x128x128, на которой ПВР практически сравнивается с ГГ,

3) ПВР опережает МПН на всех сетках и во всех сериях.

Таблица 6. Отношение  числа итераций в серийных и одиночных 

расчетах
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Решатель
Сетка

8x8x8 16x16x16 32x32x32 64x64x64 128x128x128

ПВР-6 416 318 268 252 222

МПН-6 512 529 601 658 683

Вывод: результаты расчетов показали, что при

большом числе повторов наиболее эффективным

оказался метод ПВР.



Двумерные задачи



ɱ 8×8 16×16 32×32 64×64

ɱ 65536 262144 1048576 4194304

Таблица 7. Число узлов в квазиструктурированной сетке ɱпри 

различном числе узлов в подсеткахɱ



Рассматривается три решателя. Первый – итерационный метод последовательной

верхней релаксации с оптимальным параметром релаксации (ПВР). Его достоинства

следующие: 1) простота в реализации, 2) широкая область применения. Недостатком

является сравнительно большое число итераций, что особенно заметно на сетках с

большим числом узлов.

Второй – метод продольно – поперечных прогонок Писмана – Рэчфорда (ППП) с

оптимальным набором итерационных параметров. Его основное достоинство –

уникально малое число итераций, имеющее логарифмическую зависимость от шага

подсетки. Недостаток – узкая область применения (строгие условия на матрицу ).

Третий – прямой метод циклической редукции Бунемана. Его достоинством является

сравнительно широкая область применения, в частности, применим для решения

осесимметричных задач в двумерной постановке в цилиндрических координатах.

Расчеты выполнялись на ПК Core2 Quad CPU Q9400 с тактовой частотой  2.66 ГГц.



Метод циклической редукции Бунемана

Представим СЛАУ в виде:

Ὀ ὦ ὅ ὦ ὦ +Ὠ ,

где

Ὠ Ὠ Ὠ ςὦ .

Ὥ ὭςȟὭ ρȟςȟȣȟς ρ.

ὦ πȟὮ πȟρȟȣȟς ,

Ὠ πȟὮ πȟρȟȣȟς ȟȟὮ ρȟςȟȣȟς ρ.

Здесь ὦȟὨ - вспомогательные векторы,’ ρȟςȟȣὯ–

номер шага прямого хода редукции.



Трехдиагональная матрица Ὀ является 

произведением трехдиагональных матриц

Ὀ Б Ὀ ὧέί Ὁ .

Обратный ход циклической редукции заключается в 

проведении вычислений по формулам

Ὀ• ό ό +Ὠ ,   ’ Ὧ ρȟȣȟρ,

Ὥ ὭςȟὭ ρȟςȟȣȟς ȟό ό πȟ

где• – вспомогательные векторы такие, что 

искомое решение вычисляется по формуле

ό ὦ • .



Рассматривалась последовательность  задач

,

где      - сумма k членов убывающей геометрической прогрессии (         )    

причем            .. 

Было выполнено 6 серий расчетов с различными параметрами 

геометрической прогрессии, показанными в таблице 3.1.

Таблица 3.1. Параметры геометрической прогрессии
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Номер

серии
b1 q K

1 0,15 0,85 57

2 0,1 0,9 88

3 0,05 0,95 180

4 0,025 0,975 364

5 0,0125 0,9875 733

6 0.0025 0.9975 3680



Таблица 9. Коэффициенты ὗ̃ ˜ (̃верхние числа) и ὗx (̋нижние числа) 

ὗx ˝
ˣ˝

˜ˏ˝
, ὗ̃ ˜˜

˜˜˜

˜ˏ˝
,

где Ὕ – время расчета серии по методу ὓ ˣ ȟ̋̃ ˜ȟ̃̃ ˏ.̋ Таким образом, при

ὗ ρПВР обгоняет методὓ.

ὔ/ɱ 8×8 16×16 32×32 64×64

1
1.98

0.80

1.40

0.44

0.76

0.24

0.45

0.13

2
2.00

0.83

1.43

0.48

0.79

0.26

0.46

0.14

3
2.05

0.95

1.51

0.53

0.82

0.29

0.49

0.17

4
2.11

1.06

1.60

0.63

0.87

0.34

0.51

0.19

5
2.18

1.19

1.71

0.73

0.93

0.40

0.54

0.22

6
2.36

1.65

2.11

1.16

1.18

0.66

0.68

0.38

Из данной таблицы видно, что:

1) ПВР обгоняет ППП на сетках 8×8, 16×16, на сетке 32×32 приблизительно

сравнивается с ним, а на сетке 64×64 уступает ППП приблизительно в 2 раза,

2) ЦР показывает приблизительно то же время, что и ПВР на сетке 8×8, а на более

густых сетках обгоняет ПВР,

3) проигрыш ПВР уменьшается с увеличением номера серии, то есть с увеличением

числа повторов.



Таблица 10. Коэффициенты ὗ̃ ˜˜̃ ˏ˝

Из данной таблицы видно, что:

ПВР лидирует почти во всех случаях, за исключением 3 расчетов

на сетке 64×64 в сериях с малым числом повторов, в которых

ППП незначительно опережает ПВР. Поэтому в качестве метода

доитерирования в комбинированном подходе был выбран ПВР.

ὗ̃ ˜˜̃ ˏ˝

Ὕx˝˜˜˜

Ὕx ˝˜ˏ˝

ὔ/ɱ 8×8 16×16 32×32 64×64

1 1.80 1.69 1.12 0.72

2 1.75 1.70 1.19 0.78

3 1.69 1.72 1.27 0.87

4 1.61 1.71 1.32 0.95

5 1.57 1.68 1.35 1.03

6 1.29 1.36 1.21 1.05



Таблица 11. Коэффициенты ὗx ˝˜ˏ˝

Из данной таблицы следует:

преимущество комбинированного метода на сетках с малым

числом узлов (8×8, 16×16) для всех серий, на всех сетках с

большим числом повторов (5,6 серии), незначительное отставание

на сетках 32×32, 64×64 с малым числом повторов.

Из приведенных расчетов можно рекомендовать для решения

сложных нелинейных задач в подобластях

квазиструктурированной сетки комбинированный метод ЦР –

ПВР.

ὗx ˝˜ˏ˝

Ὕx ˝˜ˏ˝

Ὕx˝ˣ˝

ὔ/ɱ 8×8 16×16 32×32 64×64

1 1.22 0.95 0.62 0.38

2 1.27 1.01 0.70 0.42

3 1.39 1.15 0.84 0.58

4 1.52 1.35 1.02 0.73

5 1.67 1.56 1.25 0.94

6 1.90 1.89 1.77 1.66



Сетка 8x8x8 16x16x16 32x32x32 64x64x64 128x128x128

1 0.00 0.02 0.14 0.36 0.40

2 95.71 83.03 47.03 10.52 1.60

3 4.22 16.87 52.73 89.01 97.85

4 0.07 0.07 0.10 0.11 0.15

Распараллеливание расчета в подобласти на GPU

(трехмерные задачи)

Видеокарта:

GeForce GTX 1050 Ti

768 CUDA ядер с частотой 1354 МГц

Доля шагов расчёта, %

1 Подготовка данных

2 Выделение памяти и копирование на GPU

3 Расчёт

4 Копирование на CPU



Спасибо за внимание


