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Постановка задачи дихотомии спектра
*Определить, есть ли на заданной кривой γ собственные значения
матрицы A(матричного пучка A-λB), т.е. вычислить критерий дихотомии
ω(γ).

*Если на кривой собственные значения нет, то вычислить базисы
инвариантных(в случае матрицы A) или приводящих (в случае
матричного пучка A-λB) подпространств.

*Привести матрицу (пучок) к клеточно-диагональной форме
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Постановка задачи дихотомии спектра
Пусть γ - замкнутая кривая, охватывающая часть спектра матрицы A, P -
проектор на соответствующее инвариантное подпространство матрицы A,
ωγ - критерий дихотомии:

P = 1
2πi

∮
γ

(λI − A)−1dλ

ωγ = ∥H∥ =
∥∥∥∥∮

γ

(A∗ − λ̄I)−1(A − λI)−1dλ

∥∥∥∥
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Дихотомия мнимой осью с использованием
дробно-линейного преобразования

Подставим выражение λ = ξ−1
ξ+1 в равенство det(A − λI) = 0

⇒ det((A + I) − ξ(I − A)) = 0.

При этом
Reλ ̸= 0 ↔ |ξ| ≠ 1

Таким образом, задача дихотомии спектра матрицы A относительно
мнимой оси равнозначна задачи дихотомии спектра пучка A0 − ξB0
относительно единичной окружности, где

A0 = A + I, B0 = I − A.

Критерий дихотомии:

H = 1
2π

∫ 2π

0
(A0 − eiφB0)−∗C(A0 − eiφB0)−1dφ
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Локализация спектра

Если ∥H∥ < ∞, то существует ρ > 0 такое, что между окружностями Cρ и
C 1

ρ
с центром в начале координат и радиусами ρ и 1

ρ нет собственных
значений пучка A0 − ξB0.
Следовательно спектр матрицы A делится на две части, лежащие строго
внутри прообразов C−, C+ окружностей Cρ и C 1

ρ
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Свойства дробно-линейного преобразования

Theorem
Радиусы R1 и R2 окружностей C− и C+ и расстояния S1 и S2 от них до
начала координат оцениваются следующим образом

R1,2 ≤
√

∥H∥2 − 1,

S1,2 ≥ ∥H∥ −
√

∥H∥2 − 1.
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Пример 1

A1 =


1 −1 3 4 8
1 1 7 9 2
0 0 −4 −1 7
0 0 1 −4 6
0 0 0 0 −2



Для данной матрицы норма крите-
рия дихотомии:

lg ∥H∥ = 2.3233,

P - проектор на инвариантное под-
пространство, соответствующее соб-
ственным значениям в левой полу-
плоскости, точность вычисления:∥∥P2 − P

∥∥ = 2.3556 · 10−16

∥PA − AP∥ = 1.8455 · 10−14
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Пример 2. Линейные спектральные портреты,
сравнение двух подходов

Заметим, что дихотомия относительно прямой Reλ = a, параллельной
мнимой оси, равносильна дихотомии мнимой осью спектра матрицы
A − aI.

Обозначим H(a) критерий дихотомии прямой Reλ = a. Изображение
графика lg ∥H(a)∥ называется линейным спектральным портретом.
"Пики" графика указывают на прямые, на которых лежит спектр.

В работах других авторов для сведения задачи дихотомии мнимой осью к
окружности используется экспоненциальное преобразование. На
следующем слайде мы сравниваем оба подхода.

На рисуноках на следующем слайде видно, что критерий дихотомии,
полученный с помощью экспоненты, на порядки больше критерия,
полученного новым способом. Разница становится критичной в
окрестности собственных значений.
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Пример 2. Линейные спектральные портреты,
сравнение двух подходов

A1 =


1 −1 3 4 8
1 1 7 9 2
0 0 −4 −1 7
0 0 1 −4 6
0 0 0 0 −2

 A2 =


1 1

2 1
3 . . .

. . . 1
10
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Метод проверки отсутствия собственных значений
матрицы на луче

Рассмотрим три спектральные задачи:

det(A − λI) = 0, det(A − ξ2I) = 0, det(Ã − ξI) = 0, Ã =
[
0 I
A 0

]
.

Очивидно, что

λ(A) /∈ Re+ ⇔ ξ(A) /∈ Re ⇔ ξ(Ã) /∈ Re.

Таким образом, задача об отсутствии спектра матрицы A на
положительной вещественной полуоси равносильна задаче об отсутствии
спектра матрицы Ã на всей вещественной оси.

ωRe+(A) = ωRe(Ã) - критерий отсутствия собственных значений A на Re+

Для дальнейшего сведения к задаче на окружности снова используется
дробно-линейное преобразование.
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Пример 3. Проверка отсутствия собственных значений
матрицы на луче

Рассмотим семейство лучей с на-
чалом в точке (0,0), образующих
с положительной вещественной
полуосью угол α. Для заданной
матрицы построим график функ-
ции lg ωα(A3), который можно
назвать угловым спектральным
портретом.

A3 =


1 −1 3 4 8
1 1 7 9 2
0 0 −2 −1 7
0 0 1 −2 6
0 0 0 0 −2
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Метод проверки отсутствия собственных значений
матрицы на отрезке

Подставим выражение λ = ξa
ξ−1 в равенство det(A − λI) = 0

⇒ det(A − ξ(A − aI)) = 0

При этом
λ(A) /∈ [0, a] ⇔ ξ /∈ Re+

Таким образом, задача об отсутствии спектра матрицы A на отрезке [0,a]
равносильно задача об отсутствия спектра матричного пучка A0 − ξB0 на
положительной вещественной полуоси, где

A0 = A, B0 = A − aI

ω[0,a](A) = ωRe(A0, B0)

- критерий отсутствия собственных значений A на [0, a]
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Пример 4. Проверка отсутствия собственных значений
матрицы на отрезке

Рассмотим семейство отрезков длины r =
2.1 с началом в точке (0,0), образующих
с положительной вещественной полуосью
угол α. Для заданной матрицы построим
график зависимости функции lg ω[0,a](A3)
от α.

A3 =


1 −1 3 4 8
1 1 7 9 2
0 0 −2 −1 7
0 0 1 −2 6
0 0 0 0 −2
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Разложение многочленов на множители
Известно, что корни λj полинома

f(λ) = f0 + f1λ + f2λ2 + · · · + fnλn

совпадают с собственными значениями матрицы

A =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · ·
. . . 1

− f0
fn

− f1
fn

· · · · · · − fn−1
fn

 , det(A − λjI) = 0

Подставим выражение λj = ξj − 1
ξj + 1

в равенство det(A − λjI) = 0

⇒ det(A0 − ξjB0) = 0, где A0 = A + I, B0 = I − A.

ξj = 1 + λj

1 − λj
- с. зн.A0 − ξB0
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Разложение многочленов на множители

Применим итерационный алгоритм дихотомии единичной окружностью к
пучку A0 − ξB0:

qr
([

−Bk 0 Ak
Ak −Bk 0

])
=

[
∗ ∗ ∗
0 −Bk+1 Ak+1

]
.

В процессе итераций матрицы Ak, Bk расслаиваются на горизонтальные
блоки:

Ak →



∗ ∗ ∗ · · · ∗

0
. . . . . . · · ·

...
0 · · · g0 · · · gl
0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0


g(λ) = g0 + g1λ + · · · + glλ

l

qr Bk →



∗ ∗ ∗ · · · ∗

0
. . . . . . · · ·

...
0 · · · h0 · · · hm
0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0


h(λ) = h0 + h1λ + · · · + hmλm
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Разложение многочленов на множители

Полиномы

g(λ) = g0 + g1λ + · · · + glλ
l, h(λ) = h0 + h1λ + · · · + hmλm

являются множителями исходного полинома:

f(λ) = Cg(λ)h(λ).

Корни g(λ) лежат в левой полуплоскости, корни h(λ) – в правой.
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Пример 5. Разделение многочлена на множители
Для следующего полинома имеет место разложение

f(λ) = 4 − 5λ2 + λ4 = gт(λ)hт(λ),

где
gт(λ) = λ2 + 3λ + 2, hт(λ) = λ2 − 3λ + 2.

В результате вычислений согласно представленному алгоритму получаем
предельные матрицы:

Ak →

−1.789 −0.894 1.789 0.894
0 −1.069 −1.604 −0.535
0 0 0 0
0 0 0 0



qrBk →

1.789 −0.894 −1.789 0.894
0 −1.069 1.604 −0.535
0 0 0 0
0 0 0 0


То есть искомые множители имеют вид

g(λ) = −1.0690 − 1.6036λ − 0.5345λ2

h(λ) = −1.0690 + 1.6036λ − 0.5345λ2
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Пример 5. Точность вычислений

В качестве меры погрешности можно использовать норму относительной
разности векторов коэффициентов вычисленного и точного множителей,
приведеных относительно старшего коэффициента:

δg =
∥∥g−1

2 (g0, g1, g2) − (2, −3, 1)
∥∥

∥(2, −3, 1)∥ = 9.2888 · 10−16

δh =
∥∥h−1

2 (h0, h1, h2) − (2, 3, 1)
∥∥

∥(2, 3, 1)∥ = 2.6539 · 10−16
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Пример 6. Полиномы Чебышева

Tk(λ) = λk + . . . - полином Чебышева k-ой степени.
Корни располагаются симметрично относительно мнимой оси.
При четных k существует разложение

Tk(λ) = gk(λ)hk(λ),

где корни gk - отрицательные, hk - положительные.

В результате вычислений:

ĝk(λ), ĥk(λ), T̂k(λ) = ĝk(λ)ĥk(λ)
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Пример 6. Полиномы Чебышева

Пусть tk, t̂k - векторы коэффициентов полиномов Tk(λ), T̂k(λ)

δk =

∥∥∥t̂k − tk

∥∥∥
∥tk∥

k 4 5 6 7 8 9 10
− lg δk 15.09 - 14.68 - 13.84 - 11.82

lg ω 1.13 >16 2.34 >16 3.66 >16 5.04

Здесь ω – норма критерия дихотомии спектра пучка A0 − ξB0
относительно единичной окружности.
При нечетных k алгоритм дихотомии не сходится, критерий
дихотомии слишком большой, то есть разделение полинома на
множители мнимой осью невозможно.
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